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Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1. Multimi si elemente de logica matematica

1.1. NOTIUNI TEORETICE

1.1.1. Tipuri speciale de rationament

Metoda reducerii la absurd: Pentru a ‘demonstra o implicatie de tipul: Daca
p (ipoteza) atunci q (concluzia), putemgpresupune concluzia p ca fiind falsa si apoi
impreuna cu ipoteza p construim un rationament-care conduce la contradictie.

Metoda inductiei matematice: Se’aplica pentru propozitii de forma: Demonstrati cd,

oricare ar fin € N, n = ny, are loc p(n), unde p (n) reprezintd un enunt care depinde de
variabila n. Se verificd valoarea _de adevar a propozitiei obtinute in cazul n = no, se

presupune ca fiind adewvdratapropozitia obtinutd in cazul » = k si se demonstreaza
valoarea de adevar agropozitiei obtinute pentrun =k + 1.

1.1.2. Multimi si cardinale

Teoremi: QOrice multime 4 cu »n elemente, unde # € N, admite 2" submultimi.

Definitie: Penttu o multime finitd 4, numim cardinalul sdu si notam Card (4) ca fiind
numarul sau de elemente.

Proprietati: Sunt adevarate urmatoarele proprietati:

P1. Card (4 U B) = Card (4) + Card (B) — Card (4 N B);

P2. Card (4 x B) = Card (4) - Card (B).

1.1.3. Multimea numerelor reale R

Definitie: Numim modulul unui numdr real x si notdm |x| ca fiind distanta de la ori-
ginea axelor la pozitia numarului pe axa.
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Proprietitile modulului:

PL. |20, V xe R; P2 [x[=0x=0;  P3.|x|=|y|ex=ty;
P4. |X|<c, c>0s xe(—c; c); Ps. |x|>c, c>0& xe (—=; —c)U(c; «);
P6 | |_ x, dacd x20 7. b o Ll y N
Rl —x,dacix<0’ xey=lA s Y xye R
P8. 1 :M, Y xe ]R,ye R*; P9. ||x|_|y||S|Xiy|S|x|+|y,vx,yeR_
Yiow

Definitie: Numim parte intreagd a numarului real x si notdm [x] ca fiind cel mai
mare numar intreg, mai mic sau egal cu x.

Proprietitile partii intregi: Pentru orice x € R, au loc proprietatile:
Pl. [x]=x & xe Z; P2. [x]=keZ & xelk, k+1).

Definitie: Numim parte fractionarid a numarului real x si notdam {x} ca fiind dife-
renta dintre numar si partea sa intreaga.

Proprietitile partii fractionare: Pentru orice x € R, awloc proprietatile:
Pl. {x} =0 xe Z; P2. {x}€[0.1):

1.2. PROBLEME DE INITIERE

I1.  Determinati numarul de submultimiale multimii 4 = {a, b, ¢}.

12.  Determinati numarul de submaltimi nevide ale multimii 4 = {a, b, c, d}.

13.  Reuniunea a doud multimi, cu céte 20 de elemente fiecare, are 31 de elemente.
Determinati numarul de.elemente comune ale celor doud multimi.

14. Demonstrati ¢ (\/§+1)2 + (\/5—1)2 eN.
I5.  Aratati ca numarub a = (-5)- [0,(4) + 0,1(5)] este Intreg.
16. Detetminatiaysb € R daca avem egalitatea de intervale [a — b; a + b] = [1; 7].

17.  FRie A=%l,2,3,4,5}. Determinati cardinalul multimii:
B=Yx=(a—-1)a—-2)a-3)+4|ae 4}.

I18., Determinati intersectia multimilor 4 = (1, 5) si B =[3, 11].

19. “\Determinati partea Intreagd a numarului b = 2,13 + 1,88.

1100 Rezolvati in R ecuatia |x — 2| = 5.

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE

C1. Fie multimea 4 = {a, b, ¢, d}. Determinati numarul de submultimi ale lui 4 care
il contin pe d.
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C18.
c19.
C20.

ca2r

Cc22'.
Cc23".
Cc24".

C25°.

C26'.

Cc27'.

C28'.

Cc29°

Rezolvati in R ecuatia |1 —2x| = |x + 4.
Demonstrati ca ‘2 -5 ‘ + ‘3 -5 ‘ este numadr natural.

Rezolvati in Z ecuatia |3x — 2| =11.

. Calculati {%}-{1—61}’ unde [x] si {x} reprezintd partea intreaga, respectiy

partea fractionara a numarului real x.

Determinati partea intreagd a numarului a =+/17 .

Determinati partea fractionard a numarului b =+/25 +~/26"

Se considerd numarul 4 = \/ ~2-3)+ \/ (2 -1)* . Detbnstrati cd 4 € N.

1 | 1 .
———— este numar natural.

\ﬁ+\/§+\/§+\@+m+\/9—9—+x/ﬁ)6

Demonstrati ca [\/3 +/25 ] = [\/Z +/19 ] , unde [x] reprezintd partea intreagd

Aratatica 4 =

a numarului real x.

Demonstrati ¢4, oricare ar fi e N7, are Toc egalitatea:

n(n+1)
1+2+3+...+n:T.

. - . *
Demonstrati cd, oricare ar fi'nm e N, avem:

1 _n
2n-1)(2n+1) 2n+1

Al
3 3.5 (

. Dembonstrati cd numarul V5 ++/7 este irational.

C30".

Aratati c&, pentru orice numar natural nenul », fractia este ireductibila.

2n+1

1.4. TESTE DE VERIFICARE

Testul 1

1. Determinati elementele multimii 4N B dacd 4 = (2003, 2015) si B = (2014, 2016).
2. Calculati suma |—3| + |—5| 2.
3. Demonstrati ci v/4 +~/36 =~/64 .

8
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4. Cate submultimi ale multimii 4 = {2, 3, 4, 5, 6} contin doar numere impare?
5. Ordonati crescator numerele a = Ja-4, b=9-9 sic= J16 -16.

6. Demonstrati cd numarul 4 = (2 +/5 )2 + (2 -5 )2 este natural.

Testul 2*

1. Determinati cel mai mic numar intreg al multimii 4 N B, dacd 4 = (2010, 2016) si
B=(2013, 2020).

2. Determinati partea intreagd a numarului x = V8 +4/18 =+/32.
3. Rezolvati in R ecuatia ||2x -1|- 3| =5.
4. Comparati numerele a = 53 sib= 347.
5. Fie numarul rational %: Laja,a;...a,.... Calculati suma a, +.a, +a; +...+ a,,,.
6. Demonstrati prin inductie matematica cd egalitatead #2 + 2% + ... + 2" =2"" _ |
este adevarata pentru orice n € N.
Testul3
1. Rezultatul calculului urmator 142° —1,1 “1,3 este:
A.0,1; B.-0,1; C.0,01; D.-0,01.
2. Partea intreagd a numaruluivg= —J13 este egald cu:
A.-3; B. 4; C.3; D. 4.
3. Fie 4 = (5; 11) si B.=[712]. Cel mai mare numar al multimii 4 N B este:
A.9; B. 12; C.11; D. 10.
4. Numdirul de elemente al multimii 4 = {x e Njx=- T ne Z} este:
n—
A.2; B. 4; C.0; D. 1.
5. Valoarea numarului natural a din relatia 0,5+0,(3)+1,1(6) = o000 oSt
A. 2020; B. 2; C. 1010; D. 4040.
6/ Solutia ecuatiei [2x — 1| = 7 este inclusa in intervalul:
A. (4; 4); B. (-3; 5); C.(4;5); D. (-3; 4).
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6. Vectori in plan

6.1. NOTIUNI TEORETICE
6.1.1. Generalitati

e directia dreptei 4B
Vectorul AB este caracterizat de e sensul de la 4 la B

e modulul egal cu lungimea segmentului [ AB]

Doi vectori u si v au aceeasi directie dacd dreptele suport sunt paralelé sau supra-

puse. Spunem ca vectorii sunt coliniari si notam u”v .

Doi vectori u si v sunt egali daca au aceeasi directie, acelasissens,si acelasi modul.
Notam u=v.
6.1.2. Adunarea vectorilor

Regula paralelogramului: Daca ABCD estefparalelogram, atunci AB+AD=AC .

Regula triunghiului: Pentru orice puncte 4, By C, avem AB+BC=AC.
Proprietiti: Adunarea vectorilor este ‘asociativa, comutativa, are element neutru
vectorul nul 0 si simetrizabila. Simetricul vectorului u se noteazd —u si se numeste
vectorul opus. In particular, BA =%AB.

Sciaderea vectorilor: Avemy —v=u+ (—v) .

6.1.3. Inmultirea vectorilor,.cu'scalar

Definitie: Fiind datnumarul real o si vectorul u, vectorul ou are aceeasi directie cu
u , acelasi sensidaca o> 0, respectiv sens opus dacd oo <0 si modulul egal cu |0c”u‘ .

Proprietatiz:, Inmulfirea vectorilor cu scalar este distributiva in raport cu adunarea
vectorilor.

Teorema: Vectorii u si v sunt coliniari dac si numai daca existd o.e R, astfel incat
u=QL .

6.1.4.Relatii vectoriale fundamentale

V1. AB=CD < ABDC este paralelogram.

3 . PA+ PB .
V2. Punctul M este mijlocul segmentului [4B] & PM = — pentru orice punct

P din planul triunghiului.
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A —  PA+kPB .
V3. Punctul N € [AB] pentru care N =k & PN :+—k, pentru orice punct P
NB 1+k
din planul triunghiului.
o — PA+PB+PC
V4. Punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABC < PG :%,

pentru orice P din planul triunghiului.

6.2. PROBLEME DE INITIERE

Fie M mijlocul segmentului 4B. Determinati valoarea numarului\real*x; pentru
care MA + xMB = AB.
Fie ABCD un dreptunghi. Determinati modulul vectorului ABNCD .
Fie ABCD un patrat de latura 2. Determinati modulul vectorului AB + AD .
Intr-un plan se considera punctele 4, B, C si D. Demonstrati ca:
AB + BC = 4D + DCx

Fie ABCD un paralelogram. Demonstrati ca AB + AD + CA = 0.
Fie O intersectia diagonalelor paralelogramului ABCD. Demonstrati ca:

04 + OB £0€,+'0D = 0.
Fie ABCD un paralelogram si x; y'€ R cu proprietatea ca xAB + y@ =0.
Demonstrati cd x = y.
Fie ABCD un dreptunghi in care 4B = 6 si AD = 8. Determinati modulul vecto-
rului AB + AD.
Fie ABCD un‘paralelogram. Determinati xe R, daca AB+xAC+AD=0.
Fie dreptunghiul. ABCD si M, Ne(4B), astfel incat AM = MN = NB. Deter-

minati, ¥€ R, pentru care MN =xCD .

6.3. PROBLEME.DE CONSOLIDARE

cr.

C2.

G3.

C4.

Intr-un plan se considera punctele M, N si P. Determinati modulul vectorului
MN + NP + PM .

Fie M, N, P mijloacele laturilor AB, BC si, respectiv, CA ale triunghiului ABC.
Demonstrati ca AM + BN + CP = 0.

Fie M, N, P mijloacele laturilor AB, BC si, respectiv, CA ale triunghiului ABC.
Demonstrati ¢ AM + NP =0.

Fie M mijlocul laturii BC a triunghiului ABC. Determinati valoarea numarului x

pentru care GA+xGM = 0, unde G este centrul de greutate al triunghiului.
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c21'.
C22'.

Cc23".

Cc24'.
C25".

C26'.

Cc27'.

Cc28'.

C29'.
C30".

Fie ABCDEF un hexagon regulat. Demonstrati ca AB+CD+EF =0.

Fie ABCD un paralelogram, iar O intersectia diagonalelor. Fie M si N mijloace-
le laturilor AB si, respectiv, CD. Aratati ca OM +ON =0.

Fie hexagonul regulat ABCDEF de centru O. Atunci:

Fie ABCD un pétrat de latura 5. Determinati modulul vectorului AC — BD\,

Fie triunghiul ABC, M mijlocul laturii BC, N mijlocul medianei 4M, iar £ un

punct pe latura AC, astfel incadt PC = 2PA. Demonstrati cd punetele B, N si P
sunt coliniare.

Fie ABCD un romb cu m(«4) = 60°. Demonstrati ca vectorii AB=AD si CD
au acelasi modul.

Fie ABC un triunghi, M mijlocul laturii BC si P mijleeul laturii AC. Demon-
strati ca vectorii u=BA+BC si v=MC + MP Sunt colinidri.

Consideram patrulaterul MNPQ si S mijlocullaturii MN, iar T mijlocul laturii
PQ. Demonstrati ca M—Q +NP=2ST.

Fie ABCDEF un hexagon regulat. Demonstratisca AB+BC=FE+ED.
Consideram un patrat ABCD de‘centru O, si laturd AB =6. Calculati modulul
vectorului AB+ AO+ AD .

6.4. TESTE DE VERIFICARE

Testul 1

1. Fie ABCD un paralelogram si M mijlocul lui AB, iar N mijlocul lui CD. Demon-
strati ca AM + €N =0.
2. Fie M mijlocul segmentului [4B] si punctul P mijlocul segmentului [4M]. Demon-

strati.ca ﬂ+%ﬁ3 =0.

3. Fie ABCn triunghi echilateral de laturd 4B =6 . Fie M mijlocul laturii [BC]. Cal-
culatiimodulul segmentului MA+ MB+ MC .

4. Tn patrulaterul ABCD notam cu M, N, P si Q mijloacele laturilor AB, BC, CD si,
respectiv, DA. Demonstrati ca AM + BN +CP + DQ =0.

5. in paralelogramul ABCD, vectorii CB+CD si DA+DC au module egale. De-
monstrati cd ABCD este dreptunghi.

6. In plan consideram punctele M, N, P, Q astfel incét W+FQ = ]\‘/[@ Demon-
strati ca punctele N si P coincid.
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1. Numere reale

1.1. NOTIUNI TEORETICE
1.1.1. Radicali

Definitie: Numim radical de ordin » € N, n > 2, din numarul pozitiv @ si notam Ya

ca fiind acel numar pozitiv x unic cu proprietatea x” =a.

Observatie: Daca x € N, atunci, pentru orice.z € N, 7 > 2, daca Uxe N, atunci
YxeR\Q.
Proprietitile radicalului: Urmatoarele relatii, sunt adevarate pentru orice a, b > 0 si

mne N, mn=2.

P1. /a-%lb =%ab : PZ.\/E:”E,biO;
tp \b

p3. Wl =" pa. {fa ="4a.
Observatie: Daca. n este impar, putem calcula x si daca x < 0. In aceste conditii

Observatie:"Avem (4/;)” =x,dar W :{

X, n este impar

, h este par

|x
1.1:2. Puteri cu exponent real

Observatie: Notiunea de ridicare la putere se poate generaliza astfel:
1

— 1 * " =
x 4=—,x#0,ne N'; x =4x, x>0, ne N*; x" =4x", x>0, m, ne N*.
X
Proprietitile ridicirii la putere: Pentru orice x, y >0 siorice p, r€ R, au loc relatiile:
x?

P1. x"x? =x""1; P2.—q=x”_q;
x
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P3. (x" )q =x"; P4. (xy)p =x"y?.
1.1.3. Logaritmi

Definitie. Fie a, >0, a#1. Solutia (unicd) a ecuatiei a* =b se numeste logaritm in
baza a din b si se noteaza cu log b.

Proprietitile logaritmului: Logaritmul are urmatoarele proprietdti valabile| pentru
orice a, b, x, y>0, a, b#1:

P1. log, xy=log, x+log, y; P2. log, X log, x—log, »;
y
1
P3. log, x" =alog, x, e R; P4. log, x =98 %,
logga

Observatie: Daca a, be N sunt numere prime diferite, atunciloggbe R\ Q.

1.2. PROBLEME DE INITIERE

I1.  Calculati (-1)° + (-2)* + (=3)* + (4)* #(-5).
12.  Calculati (1) + (=1)*+ ... + (-1)'*°.

1 -1
13. Calculati 8° —(%j .
14.  Calculati /125 +~/16 +3/-2%¢

I15. Calculati log,, 11+ log7%
16.  Calculati logg81+1og,25—1g100000 .

7. Ordonati creseatornumerele a = —/27 , b = log, %, c=-2.

-2
I8.  Démonstrati ci log, 64 +</1000 =~/16 + (%} .

194" Demonstrati ca log,, 121<</27 .
110%, Daca log, 3 =a, demonstrati ca log,6=1+a.

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE
C1. Calculati /18 =~/32 =+/50 +\/7

C2. Ariatatica 2414 — \/:— \/7 \/7
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1. Numere reale

C3.

C4.
Cs.
Cé.
Cc7.

C8.

9.

c1o.
c11.
cl2.
C13.
Cc14.
C15.
C1é.
c17.
C18.

c19.
C20.

c21'.
Cc22".
Cc23".
C24.
C25".
C26%
Cc27'.
Cc28'.
C29'.
C30".

Demonstrati ci /16 +3/54 =3/250 .
Demonstrati egalitatea 3/+/729 —i/64 =1.

Daca Ig 3 = a, demonstrati cd Ig 90 = 2a + 1.
Demonstrati ca log, 12 + log, 14 — log, 21 = 3.
Aratati ¢ numarul a =1log,16+log,9+</27 este natural.

Demonstrati ca lg%+ lg%+...+ 1g%e N.

2
Demonstrati ca 1331° e N.
Comparati numerele a = 2*° si b = 3%,
Comparati numerele 32008 si 2008/3 .
Calculati b — a, unde a = log, 3 5ib = log, 6.
Calculati 1g 12 +1g 15 —1g 18.
Demonstrati ca logs 9 = logs 27.
Demonstrati ca log, 3 - logs 5 - logs 8 =3¢

Demonstrati cd numarul a =log, J3 ¥ log), Y2wcste rational.

Demonstrati cd numarul log, (5 + \ﬁ) +10g,(5— \/7) —2log, 3 este intreg.

Demonstrati ca log, 3.3 = log, 3"

Comparati numerele logs 2007 si 4.
Demonstrati ca log,§12.+</512 >+/121 —log,, 121.

Se considerd nufnétele@ = 2 -2 sib=+2+ V2. Aratati cd b V2 e Q.
a

Determinati ay b€ Q, stiind ca (1+ V2 =a+b2.

Araftati ca %< log,3<2.

Demonstrati ca V39 <5+47.
Demonstrati ca V2<3i3.
Demonstrati ca 2 € (log, 4, J5 ).
Demonstrati cd log,5-log,9< 9.

Demonstrati ca 100"* +3/-27 > 0.
a+2

Daci logs 2 = a, demonstrati ca log218 = .
2a+1

Demonstrati ca logs 7 > logy 3.
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1.4. TESTE DE VERIFICARE
Testul 1

1. Demonstrati ca v/49 +</~1000 + (\/5)2 =0.

_50+418

2. Demonstrati ¢ numidrul a =———— este natural.
3248
3. Demonstrati ¢ 1g20+1g50=3.
4. Demonstrati ca log, 5+1log, 7 <log, 72 —log, 2.
-3
5. Ordonati crescator numerele a = L , b=R/-125 si C'——lgL.
2 1000
. 3 2
6. Demonstrati ca log, —=log, —.
R
Testul 2*
1. Demonstrati cd 3/-216 ++/144 =log, 729.
2. Demonstrati ca ! + 2 _ o\ 0.
log,2 log,4+1og,, 8
3. Demonstrati ci numerele a = 10"¥si b = /343 sunt egale.
4. Aratati ¢ numarul a = 10g55,100 - log;625 — 2log;s 5 este rational.
5. Demonstrati cd log,s3: log+5 =1log, 3 log,, 5.
6. Demonstrati ca 10 #<12.<7 .
Testul 3
1. Cel mai mic numar natural » care verifica relatia i/ﬁ <n este:
Aunl; B. 2; C.3; D. 4.
2. Fic ‘a=1log, 63 —log, 7 . Atunci:
A.Jae R\Q; B. ac Q\Z; C. aeZ\N; D. ae N.
1 5
3. Valoarea numdrului rational x din egalitatea 2" =4 -8° este:
A.l; B.é; C.z; D.§.
3 3 3 3
4. Dintre numerele /2 ) B , log;10 si log, 15 este mai mare decét 2 numarul:
A N2 B. 3; C. log,10; D. log, 15.
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